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Introduccion a las colas poissonianas

1. Introduccion alos modelos de colas poissonianos

Las colas poissonianas

(o exponenciales 0 markovianas)
son modelos del tipo M/M,

con llegadas de Poisson y
servicio exponencial,

gue son las mas estudiadas
analiticamente.

Las llegadas de clientes y

su servicio demandado son
completamente aleatorios

en el sentido de que la
evolucion del sistema depende
solo de su estado

actual, y no de su pasado.
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Introduccion a las colas poissonianas

*Los procesos de nacimiento y muerte introducidos sirven para describir
muchos modelos de colas.

*Asociaremos el término nacimiento con la llegada de un cliente al sistema y
el término muerte con la salida de un cliente del sistema después de
completado su servicio.

*El numero de clientes en el sistema en el instante t, N(t), indica el estado del
mismo.

*Estudiaremos el comportamiento de las probabilidades p,(f) en el limite 7, =
lim,_ ., p,(f), que indica la proporcion de tiempo que el sistema permanece con
n clientes.

La solucion de equilibrio se obtenia de las ecuaciones que igualaban las
tasas de entrada y salida de cada estado, dando lugar a
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Introduccion a las colas poissonianas

*Para que exista dicha solucion de equilibrio se debe satisfacer:

I VR D | =T A
Z Fon =0 To ; | o Mit1

n=1 """

que ocurre si existe un n, tal que n>n,, A /py, <1.

« Con los diversos A, y, que se tendran dependiendo del modelo en
estudio:

1. las ecuaciones de S,y S, serviran para buscar las condiciones bajo
las que existe solucion de equilibrio 1T, mientras que con

2. las ecuaciones de 11, y 1, obtendremos dicha solucion.

Modelo: descripcion, diagrama de transicion, ecuaciones de equilibrio,
analisis de la solucidn, medidas de rendimiento, tiempos de espera




Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

2. Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

En este modelo se dispone so6lo de un canal para dar servicio, las llegadas
siguen un proceso de Poisson y la distribucion del tiempo de servicio es ex-
ponencial.

Las tasas de nacimiento y muerte no dependen del numero de clientes en el
sistemay

A=A n=012.. p=p n=123,..

La capacidad del sistema es ilimitada y
la disciplina de la cola es FIFO.

El diagrama de transicion
3 Aok 3 A 3 .

T pooow o



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

*El sistema de ecuaciones en equilibrio
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Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Sustituyendo las expresiones de los Tr; en la ultima ecuacion y despejando T,
obtenemos (teniendo en cuenta que el factor de utilizacion es p = r = ANp):
1 1 !
77(_ — . = - _ = — /)
| o (L =p)
>

n=>0
T = (1—=p)p", n=0123..

que corresponde a una distribucion geométrica de parametro 1- p.

;\91 = Z [)??- < e ;5*2 — X F =0
n=>0 n=>0 f

La serie de S, converge siy solo sip <1.
La segunda condicion (S,) se satis-face si p < 1.

La condicion necesaria y suficiente para que un modelo M/M/1 tenga
solucion de equilibrio, es que p<1, que es la condicion de estabilidad.



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

La probabilidad de que el canal esté ocupado es

P(canal este ocupado) =1-m,=1-(1-p)=p

La probabilidad de encontrar al menos n de clientes en el sistema

P(N >n)= Z T = Z(l _ ,0),0!" = (L - p)p" Z pff_,z

fe=mn le=n fe=mn

- n — 5 {l _J'U)JUW 1"
=(L=p)p" ) pt=F——=0"
fe=0 r




Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Medidas de rendimiento

Comenzando por el numero medio de clientes en el sistema, L,
y enlacola, L,. Se tiene

L=FE(N)= Z nmw, = Z n(l —p)p" = (1 - fU)Z np"
=(L—p)pd_np" ' =11 —p)p— (Zp )

AL\ _(-pe_ o
== >_(1m9_1p*

La sexta igualdad se debe a que las operaciones de suma y diferenciacién pueden
intercambiarse cuando las funciones implicadas se comportan lo suficientemente bien.

A
Oftra expresion equivalente, en funcionde Ay y,es L = m ya que

o0 =A/p.



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

L también podia haberse deducido directamente por tener N distribucion
geomeétrica.

Notese que L, como funcion de p, tiene una asintota vertical en p=1, lo que
indica el dramatico comportamiento del numero medio de clientes en el
sistema segun nos acercamos hacia la violacion de la condicion de
estabilidad.

Aparte de la media que acabamos de calcular de la variable N, podemos
obtener su varianza, a partir de la distribucion geometrica

o0

5 Z 2 4
O'__\r = (?1- — L)_?T”_ = —2
— (L —=p)

Calculamos el numero medio de clientes en la cola Lq mediante

o0

L, = E(N,) =0m + i(n - L)m, = Z Ny — Z T

n=1 n—=1 n—
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Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1
2rmi de A Ly = —)\2
que entérminosdeAypes Lg= =)
Notese que laigualdad L, =L - (1 - TM,) es general para cualquier cola con
un servidor y dando servicio de uno en uno, ya que para obtenerla no se ha
utilizado el tipo de distribuciones de los tiempos entre llegadas o de servicio.

Otrarelacionentre LyL,es L, = Lp —[p=L-=— "L ==

Recordemos que siempre N =N_+ N..

Pero en el modelo que estamos tratando, si N2 1, entonces N = N+ 1,
mientras que en general L # L +1, ya que Ly L, son medias y hay momentos
en los que el servidor esta desocupado.

Ademas, por las formulas de Little el numero medio de clientes en el servidor
L= AW =p.

Calculamos el tamarno esperado de la cola cuando hay cola, denotado como
L, = E(N,[IN,>0). Como la probabilidad condicionada de n clientes en el
sistema dado que la cola no esta vacia,



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

En general, dadas dos v.a. X e Y, se verifica que

E(X) = E,[EXOY)]

Esto nos ofrece un camino alternativo para obtener L ' a partir de L,

Lq

E(N, | N, > 0)P(N, > 0),

L, L, L, 1

E(Ny | Ny > 0) = == = o
WolNe>0) = N, S0) " PN 22 2 15

de donde

E(N,) = E(N, | N, = 0)P(N, =0) + E(N, | N, > 0)P(N, > 0)



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

' = P(n clientes en el sistema | n22) =
P(n clientes en el sistema ,n=2)/P(n=2) =
m, [ (1-1-1my) =
.,/ p?,

paranz=2,sellegaa

o0 0o o
' > r . { n in
Ly=ENg | Ng>0) =) (n-Lm, =) n—3-> —=
n=2 n=2 r n=2 r
(L=m)= (L —my —my)
— }O?

(p/(L=p) = (1 =m0) _ _1
p> L—p



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Tiempos de espera

Sélo resta estudiar los tiempos de espera del modelo M/M/1.
Obtendremos no solo las medias Wy W,,
sino también las distribuciones de probabilidad de las v.a. wy q.

Las medias se calculan facilmente por las férmulas de Little:

W = E(w) = £ _ P _ E(s)
| A AMl=p) L1-p
r L, ;02 }OE(G)
”(”:E(q):f:)\(l—p) T 1)

Notese que como dijimos para L, W tiene también un comportamiento
dramatico segun p tiende a 1.

Ahora queremos calcular el tiempo medio de espera en cola para aquellos
clientes que deben esperar.



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Como
Wy=E(q) =E(qlq=0)P(q=0)+E(q|q>0)P(q>0)

=0(L—p)+ E(q]g>0)p,

se tiene )
Wy  E(s)

E(q|q>0)=

Esta cantidad interesa porgue un tiempo medio de espera aceptable puede
deberse a que muchos clientes no tienen que esperar, pero los que esperan
lo hacen durante mucho tiempo.

Como W =W, + E(s), tenemos que E(qlq > 0) = W, + E(s), lo que indica que,
en media, los clientes que tienen que esperar en cola esperan mas que lo que
un cliente medio espera, ya que espera un tiempo medio de servicio, E(S),
mas.



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Para hallar la distribucion de la variable aleatoria g, ndtese primero que tie-
ne un punto (f = 0) con probabilidad positiva: P(q=0)=P(N=0)=1 - p.

Por otra parte, si al llegar el cliente encuentra n personas en el sistema (una
de ellas en el servidor), tendra que esperar a que todas se sirvan.
Asi, el tiempo de espera en cola es la suma de las variables aleatorias
"tiempo de servicio del cliente i ", i =1.....n.

q=8S+...%ts,

en donde s; son independientes e idénticamente distribuidas segun una ex-
ponencial de parametro p.

Debemos recordar que por la perdida de memoria de la distribucion expo-
nencial, no hace falta tener en cuenta el tiempo de servicio ya consumido
por el cliente que actualmente esta sirviéndose.

Por la reproductividad de la distribucion gamma, qL1N=n sigue una distribu-
cion gamma de parametros p = n, a = J (en este caso es Erlang, al ser p
entero).



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Por el teorema de la probabilidad total se tiene

PO<g<t)= Z P(g<t|N=n)P(N =n)

—1

—Z/jit TRt — ?—U (1 — p)dx
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— / flp(l — ‘())E_-'_J“r.g‘_-"“-’jr(_f;}_? — }U(J_ —,Hfl J}I‘) _ p“. . t'."_f-"".:H.}
<0

Luego, la funcién de distribucion de g es

F‘f'(f) =Plg=0)+PO0<qg=<t)=1—-p+p(l - f':'_f-’f“') =1 — pfﬁ-_f.:’"“'.

Esta expresion es valida para todo ¢, aunque g sea discreta en el origen y
continua para t > 0.



Modelo de colas poissoniano con un servidor M/M/1

Analogamente, calculamos la distribucion de la v.a. w.

Si cuando llega un cliente ya hay n en el sistema, éste tendra que estar en
el sistema un tiem-po total igual a la suma de n + 1 v.a.i.i.d. segun una ley
exponencial de parametro p.

Asi, la distribucion de w sera una gamma de parametros p = n+1, a = p.
Variando n, por el teorema de la probabilidad total:

Fo(t)=Pw<t)=) Pw<t|N=n)PN =n)
=0

s ) o0 -

t AT t -
() / | e (pp)
= e = p™ (L = p)dx = [ p(l —ple Y - A
S [ nerr g = pyde = [t = ppee 3 g

n=>0 " - n—=

)
N / u(l — ple Heerrdy =1 — e HI=Pt — 1 _=t/W (¢ > ().
J0

Es decir, w sigue una distribucion exponencial de parametro
H(1—=p)=u-A=1/W.



